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Résumé : 
Ces dernières années ont connu un regain d’intérêt pour les théories de la mécanique des milieux 
continus étendus. Elles permettent de rendre compte de manière plus fine et relativement simple de 
phénomènes physiques se produisant à l’échelle microscopique, ou de l’influence de la microstructure 
du matériau. L’approche de milieux micromorphes de Eringen rentre dans ce cadre et permettrait 
d’analyser efficacement divers types de matériaux : des mousses, des milieux poreux, des tissus 
biologiques, etc… Dans ce travail, nous utilisons la plus simple des particularisations de cette théorie 
micromorphe (milieu à microdilatation) pour représenter le comportement élastique du tissu 
cardiaque. On considère qu’une zone nécrosée à l’issue d’un infarctus perd cette capacité 
microscopique. La validité d’une telle représentation est éprouvée numériquement en faisant référence 
à des observations cliniques de la littérature. 
Abstract: 
Recent years have seen a renewed interest in the theories of extended continuum mechanical. They 
allow to account more precisely and in a simple way for physical phenomena occurring at the 
microscopic scale or to account for the material microstructure. The micromorphic theory of Eringen 
falls into this category and should allow to effectively analyzing various types of materials: foam, 
porous media, biological tissues, etc... In this work, we use the simplest micromorphic theory to model 
cardiac tissue. Healthy heart tissue is considered as a microdilatation medium. After a heart attack, 
the material points of the necrotic area lose this ability. With the help of a dedicated numerical tool, 
we analyze the ability of such a model to describe clinical observations with respect to the results 
presented in the literature. 
 
Mots clefs : Microdilatation, Eléments de frontière, Méthode de collocation par points. 
 
1  Introduction 
D’après l’Organisation Mondiale de la Santé, les maladies cardio-vasculaires sont la première cause de 
mortalité dans le monde. D’après l’Institut de Veille Sanitaire, une étude réalisée sur la période allant 
de 2002 à 2008 montre qu’il y a environ 60000 personnes atteintes d’un infarctus du myocarde par an 
en France [1]. Les maladies cardiovasculaires étaient en 2008 la deuxième cause de décès en France. 
Parmi ces maladies, les cardiopathies ischémiques sont responsables du plus grand nombre de décès 
[2]. La thérapie tissulaire est envisagée comme une voie de réparation de la zone nécrosée. Sur le plan 
mécanique, il paraît essentiel de différencier les zones saine et nécrosée ainsi que l’influence de cette 
dernière sur la réponse du tissu à une sollicitation. Du fait de leur complexité organisationnelle et 
constitutionnelle, les tissus biologiques sont difficiles à modéliser mécaniquement. De nombreuses 
voies sont explorées. On peut mentionner les techniques classiques d’homogénéisation mathématique, 
tout comme les approches multi-échelles. Ces voies systématiques et puissantes mèneront 
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certainement à des résultats probants. L’approche phénoménologique n’est pas à négliger. Nous 
optons pour cette dernière en nous plaçant dans le cadre de la théorie des milieux à microdilatation. On 
considère ainsi qu’au regard de l’infarctus cardiaque, l’une des propriétés les plus importantes est la 
capacité du point matériel à « respirer ». Ce travail est consacré à l’analyse de cette caractéristique sur 
la réponse globale du tissu cardiaque. Dans le paragraphe 2 de ce travail essentiellement numérique, 
nous présentons les grandes lignes du modèle et la démarche numérique adoptée. Dans le paragraphe 3 
nous présentons des résultats numériques indiquant que le choix d’une telle représentation du 
comportement du tissu cardiaque est pertinent. 
 
2  Equations du problème et méthode de résolution 
2.1  Equations du problème 
Certains travaux ([3], [4]) considèrent le tissu osseux comme un milieu de Cosserat (ou micropolaire). 
Les points matériels de ce type de milieu sont capables de subir de microrotations. Cette approche 
semble efficace pour le tissu osseux. Il est donc légitime de penser qu’une des modélisations 
pertinentes du tissu biologique est du type micromorphe. Toutefois, afin de mettre en évidence une 
particularité microscopique, il est possible de particulariser la microdéformation. Il s’en suit une 
simplification du modèle qui entraine une réduction du nombre de degrés de liberté associé au point 
matériel et par conséquent du nombre de paramètres du modèle à identifier. Pour le milieu étudié, nous 
considérons que la contractilité du point matériel est essentielle et adoptons le modèle à 
microdilatation. Dans le cas statique les équations d’équilibre et de comportement sont : 
         (1) 
          (2) 
 
              (       )        (3) 
         (4) 
           (5) 
          (6) 
               (7) 
 
Dans les relations qui précèdent,    ,          représentent respectivement les tenseurs de contraintes 
et de déformations. Le vecteur des microcontraintes est noté   . Le scalaire   est la fonction 
microcontrainte et peut être vu comme une pression interne. La grandeur cinématique associée à la 
microdilatation est  . Le déplacement macroscopique est représenté de manière usuelle par   . Les 
paramètres   et   sont les coefficients de Lamé et  ,   et   sont des paramètres du matériaux à 
identifier. 
Rappelons que pour que l’énergie de déformation associée soit une forme quadratique positive il faut 
que  [5] :  (     )       ,    ,     et    . 
 
2.2  Développement de la méthode numérique 
Nous avons opté pour une stratégie de résolution simple qui a fait ses preuves dans un certain nombre 
de cas : élasticité anisotrope [6], élasticité non locale [7] ou piézoélectricité [8] et bien d’autres cas 
dont la publication est en cours de préparation. La stratégie consiste à coupler la méthode des éléments 
de frontières classique à une méthode de collocation par points appliquée aux équations aux dérivées 
partielles. Ainsi, les grandeurs cinématiques sont partitionnées en deux : une partie complémentaire et 
une autre particulière. On a alors         et        . 
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Les champs complémentaires vérifient les équations 8a et 8b ci-après : 
(     
      (    
      
 ))
  
   (8a) 
     
    (8b) 
 
Par conséquent, les champs particuliers sont solution des équations 9a et 9b : 
(     
      (    
      
 ))
  
 (  )     
(9a) 
     
             (9b) 
 
Ces partitions affectent également les conditions aux limites en traction et microtraction qui 
deviennent : 
      
    
      et    
     (10) 
avec   
  (     
      (    
      
 ))    ,   
  (     
      (    
      
 ))    ,     (  )   et 
       
    ,  
      
    . 
 
Les équations 8 sont semblables à celles de Navier et de Laplace. Leurs formulations intégrales sont 
bien établies. L’approximation par éléments de frontière conduit à un ensemble d’équations qui se 
mettent sous les formes matricielles : 
 
 [ ]{  }  [ ]{  } (11) 
 [ ̅]{  }  [ ̅]{  } (12) 
 
Les équations 9 sont traitées par une méthode de collocation par points. Nous avons adopté une 
interpolation locale par fonctions radiales. Un champ  x  est approché par      Lxx /  . Les 
détails de cette approximation peuvent être consultés dans de nombreux travaux (e.g. [9]). De la forme 
matricielle des équations 9, on déduit le schéma de collocation suivant pour chaque point interne au 
milieu : 
 [ ( )] [ ][ ( )][ ̃]{  }   { }[ ( )][ ]{ }   { } (13) 
  { } { }{ ̂}
 
{  }    { ̂}
 
{ }    { }
 [ ̃]{ }     
(14) 
 
On remarquera que dans notre approche, l’interpolation radiale est appliquée au produit (  ). Ainsi, 
le cas nonhomogène peut être appréhendé sans modification du code, soit : 
 
 (  )( )  [ ( )]{  }   (15) 
Dans ce qui précède,   (
 
   
 
   
 
   
)
 
, { }   (  
   
   
    
   
   
 ) , { }   
(                 ) . La matrice   est représentée grâce au vecteur   
(        )
  par  ( )  [
    
    
    
     
    
   
   
    
     
]
 
. La matrice   est la 
représentation de Voigt de la matrice d’élasticité. Enfin,   est le nombre de nœuds dans le domaine 
d’influence du point  . 
Considérant tous les centres de collocation, et imposant une nullité des champs particuliers en tous les 
points frontières, ces derniers peuvent être obtenus en fonction des champs globaux. Soit : 
 
        0 QuS PIIIC  (16) 
          0 uRTTTT IIbIBbPIIIbIIa   (17) 
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Des manipulations algébriques simples permettent de récrire les équations 11 et 12 sous la forme : 
 
[ ̃]{ }  [ ]{ }  [ ̃]{ }
[ ̂]{ }  [ ̅]{ }  [ ̅]{ }
 (18) 
 
3  Résultats numériques 
Le code de simulation développé a été validé sur des cas de sollicitations simple d’un échantillon 
cubique par comparaison des résultats numériques et analytiques. Nous ne présentons ci-après que des 
résultats relatifs à une géométrie cylindrique souvent adoptée pour schématiser le ventricule gauche 
[10], [11]. Considérons alors un échantillon tubulaire de rayon extérieur 0.75mm, d’épaisseur 0.5mm 
et hauteur 1.25mm. Ce cylindre est soumis à une pression de 10
-2
 GPa sur sa face latérale externe. La 
déformation d’une coupe transversale du cylindre est représentée figure 1 pour les cas élastique 
(comparaison) et microdilatation avec  = -8 GPa et -10.15 GPa. On peut constater que plus  est 
grand (en valeur absolue), plus le rétrécissement du diamètre intérieur est important. Ce rétrécissement 
s’accompagne d’une diminution de la hauteur de l’éprouvette pour les matériaux à microdilatation. Il 
s’en suit que sous l’effet d’une pression externe, le volume de liquide susceptible d’être éjecté est 
d’autant plus important que la valeur absolue de  est grande. 
 
 
FIG. 1 - Déplacement radial dans une section droite du cylindre : (a) élastique classique, (b) 
microdilatation ( = -8GPa), (c) microdilatation ( = -10.15GPa). 
 
Ces résultats sont à rapprocher de la fraction d’éjection du ventricule gauche (FEVG) i.e. le rapport du 
volume éjecté par le ventricule gauche (en fin de systole) par le volume initial (en fin de diastole). 
C’est une grandeur cliniquement importante qui indique la capacité du cœur à faire circuler 
convenablement le sang (et donc l’oxygène) dans tout le corps. Dans certains travaux [12]–[15], la 
FEVG est utilisée comme indicateur dans le pronostique de l’insuffisance cardiaque. D’après P. Curtis 
et al. [15], lorsque la FEVG augmente de 15% à 45%, la mortalité baisse de manière linéaire. Une fois 
passé le cap des 45%, le pourcentage de mortalité ne serait plus affecté par la FEVG. Les fractions 
d’éjection calculées pour les cas de la figure 1 sont respectivement de 1.5%, 42.2% et 84.7%. En se 
basant sur ce critère, on peut considérer que le modèle est capable de rendre compte du comportement 
mécanique du ventricule gauche. 
Considérons maintenant un échantillon comportant une faible zone pour laquelle le paramètre  a des 
valeurs différentes. Cette zone est censée représenter une zone nécrosée après infarctus. Plaçons la 
d’abord au voisinage de la frontière extérieure du tube (figure 2). Les schémas de la figure 2 
comparent les cas où dans la zone saine  vaut -10.15 GPa et dans les zones malades -8 GPa et -2 
GPa. Comme précédemment, la surface extérieure latérale du tube est soumise à une pression 
uniforme. Comme on l’espérait, les résultats indiquent bien une diminution notable de la FEVG 
lorsque le paramètre  de la zone nécrosée est loin de celui de l’organe sain. Ceci est dû à un moindre 
rétrécissement du cylindre intérieur et à un moindre raccourcissement de l’éprouvette. Nous obtenons 
(a) (b) (c) 
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aussi une diminution de la déformation axiale comme Cho et al. [16] l’ont montré dans leur étude 
clinique sur les patients atteints d’une insuffisance cardiaque en supplément de la baisse de la FEVG. 
C’est encore une confirmation de l’aptitude du modèle à représenter le comportement du tissu 
cardiaque. 
 
 
FIG. 2 - Déformation axiale dans une coupe du cylindre,  = -10.15GPa dans la zone saine et =-
8GPa (a) et =-2GPa (b) dans la zone malade. 
 
Plaçons maintenant la zone nécrosée au voisinage de la frontière intérieure du tube. Intéressons-nous 
cette fois à la contractilité des points avoisinant cette zone (figure 3). Contrairement aux cas 
précédents, une large zone à l’opposé de celle nécrosée présente une diminution notable de 
contractilité. Ce résultat est en accord avec les observations expérimentales de Reimer & al. [17]. Ils 
montrent en effet que la nécrose des tissus se développe de l’endocarde vers l’épicarde c’est-à-dire de 
l’intérieur vers l’extérieur du cœur. 
 
 
FIG. 3 - Perte de dilatation : zone malade initialement au voisinage de la frontière extérieure (a), ou de 
la frontière intérieure (b). 
 
4  Conclusions 
Dans ce travail, essentiellement numérique, nous avons montré l’aptitude de la méthode dite « local 
point interpolation – boundary element method » à traiter des problèmes de milieux à microdilatation. 
Ce modèle de comportement est utilisé pour modéliser le comportement mécanique du tissu cardiaque. 
Cette première étude montre que l’approche est prometteuse car les tendances sont conformes à 
certaines observations cliniques. Les résultats numériques doivent encore être confrontés à d’autres 
observations cliniques. Les paramètres du modèle doivent aussi être identifiés. 
(a) (b) 
(a) (b) 
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